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Resumo
Recentemente Petersen et.al.,(2010) resolveu de forma analítica a equação da difusão de
nêutrons utilizando a técnica da diagonalização de matrizes. Neste trabalho propus a reso-
lução da mesma equação, porém, aplicando outro método o da derivação fracionária. Esse
método nunca foi aplicado antes para resolução do problema proposto, assim, apresentou-
se o conceito da derivada fracionária segundo Caputo e todo o ferramental necessário para
a obtenção da solução da equação. O comprimento de difusão necessário para resolução foi
obtido por um método totalmente analítico apresentado por Liverhant S.(1960), ao final
a solução pode ser obtida por meio da variação do parâmetro 𝛼 da derivada fracionaria
juntamente com as condições de contorno estabelecidas de acordo com a geometria plana
utilizada. Os resultados obtidos foram comparados com a solução proposta por Petersen
et.al.,(2010).
Palavras-chaves: Difusão de Nêutrons, Derivada Fracionária.

Abstract
Recently Petersen et al. (2010) analytically solve the neutron diffusion equation using a
matrix diagonalization technique. In this work, we propose the resolution of the same
equation, however, applying another method or fractional derivation. This method was
never applied before solving the proposed problem, such as showing the concept of frac-
tional derivative according to Caputo and all the toolset needed to use the solution of
the equation. The diffusion length required for resolution was used by a fully analytical
method described by Liverhant S. (1960), and the final solution can be used by varying
the 𝑎𝑙𝑝ℎ𝑎 parameters of the fractional derivation used with the conditions of predicted
calculations according to a flat geometry used. The results obtained were compared with
a solution proposed by Petersen et.al., (2010).
Key-words: Neutron Diffusion, Fractional Derivative.
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A demanda energética vem crescendo no mundo e no Brasil não é diferente, no
biênio de 2010-2011 o consumo residencial apresentou um aumento expressivo de 4,4%, o
setor industrial um aumento de 3,0% e os demais setores apresentaram variações positivas
de 6,4% (ROZA, 2013).
Em decorrência desse aumento a matriz energética do Brasil vem tentando se
readequar a demanda crescente no país. Assim, a geração hidráulica é a predominante
ocupando quase 67% da energia elétrica gerada no Brasil, conforme apresentado na Fig.1.
Juntamente com esse crescimento de demanda, os esforços empregados para o aumento
da geração, também, estão cada vez maiores (ROZA, 2013).
Figura 1 – Valores acumulados de geração de energia elétrica no dia 23/11/2019 em MW-
med até 15:51hrs. Fonte: Operador Nacional do Sistema Elétrico - ONS.
Essa busca por aumentar a geração de energia elétrica juntamente com o des-
contentamento da população com as fontes térmicas convencionais que são altamente
poluentes, contribuem para uma cenário mais positivo para o setor nuclear nos próximos
anos. Uma vez que, esse tipo de geração não provoca emissões de gases nocivos para
atmosfera, além, de estar em conformidade com as metas do Protocolo de Kyoto (PE-
TERSEN CELINA CEOLIN, 2010), tornando-se uma geração com um pequeno impacto
ambiental (ROZA, 2013).
A geração nuclear apresenta uma das melhores taxas de geração de calor quando
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comparada com as outras fontes térmicas de geração de energia. Assim, suas usinas são
compactas, não sazonais, isto é, são independentes de fatores climáticos, apresentam bai-
xíssimo impacto ambiental, além, de não liberar gases nocivos durante sua operação, ainda
utilizam combustíveis potentes e de baixo custo e não possuem limitações geográficas, po-
dendo ser instaladas próximas a grandes centros urbanos (ROZA, 2013).
Essa busca pelo aumento de geração da energia elétrica, têm propiciado e impul-
sionado o desenvolvimento da indústria e da pesquisa na área nuclear no Brasil. Desta
forma, um dos principais enfoques da pesquisa nuclear é o estudo da evolução da popula-
ção de nêutrons em sistemas nucleares, o que é um grande desafios para os pesquisadores
pois, apresenta grande dificuldade tanto física como matemática e constitui um problema
crucial na análise de reatores nucleares. Nesse contexto, a determinação e o acompanha-
mento do comportamento dessa população de nêutrons no período de criticidade do reator
é de extrema importância, pois, pode desenvolver métodos que possam prever o compor-
tamento da população no núcleo do reator com precisão e confiabilidade, assim, se faz
necessário a obtenção de soluções analíticas (PETERSEN CELINA CEOLIN, 2010).
Deste modo, a motivação que impulsiona o desenvolvimento dessas soluções não
está apenas no âmbito da descoberta matemática, mas também, na real necessidade de se
prever o desempenho e avaliar a segurança de reatores nucleares de potência, utilizados
na geração de energia, tantos dos que já são empregados no mercado como dos que serão
projetados no futuro. Pois, quanto maior for o número de informações, maior será o
desempenho das usinas o que consequentemente aumentará a geração de energia elétrica.
Além da elegância matemática que a soluções analíticas possuem por si só, esse tipo de
solução elimina ou pelo menos diminui a avaliação do erro exigido por métodos numéricos
(PETERSEN CELINA CEOLIN, 2010), o que torna a esse tipo de solução mais adequada
quando de trata de reatores nucleares.
Nos reatores nucleares de potencia, há um balanço entre o número de nêutrons
por unidade de energia que é produzido por fissão e/ou espalhamento e o número de
nêutrons que é perdido por captura, espalhamento e/ou fuga através do contorno (ROZA,
2013) (DUDERSTADT, 1976). Um dos principais problemas no desenvolvimento de um
reator desse tipo é o cálculo do tamanho e composição do sistema requerido para manter
esse balanço (PETERSEN CELINA CEOLIN, 2010). Sendo assim, para os cálculos das
condições necessárias para atingir a criticidade, pode-se utilizar a teoria da difusão de
nêutrons (DUDERSTADT, 1976). No caso, essa teoria leva a um problema de autovalor e
autovetor, necessitando de uma solução que forneça tanto o fator de multiplicação efetivo
de nêutrons (definido como maior autovetor dominante) quanto a distribuição do fluxo
de nêutrons no reator (definido como o autovetor associado) (ROZA, 2013).
Então, para se obter o fator de multiplicação efetivo e a distribuição do fluxo de
nêutrons deve-se resolver um problema de autovalor e autovetor, utilizando as equações,
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independentes de tempo, dos modelos propostos da teoria da difusão de nêutrons. Imerso
nesse contexto, este trabalho tem como objetivo resolver analiticamente a equação de
difusão de nêutrons independeste do tempo, em geometria cartesiana e duas dimensões.
Na literatura há vários métodos para resolução desta equação, sendo que, uma das
primeiras utilizada foi o Método de Diferenças Finitas Clássico- DFC (ALVIM, 2007),
outra técnica é a da Diagonalização de Matrizes (PETERSEN CELINA CEOLIN, 2010).
A minha proposta é resolver a equação de difusão de nêutrons utilizando o Método da
Derivação Fracionária apresentada por Caputo. O método aqui proposto não se baseia
em nenhum trabalho já publicado, uma vez que, essa técnica nunca foi utilizada para
resolução da equação de difusão de nêutrons. O que não exclui a utilização de outros
trabalhos para comparação de resultados, a fim de, comprovar a eficiência do método
aplicado.
Esse trabalho de conclusão de curso está organizado em 4 capítulos. No capítulo
1 apresentou-se a equação da continuidade de nêutrons em geometria cartesiana, jun-
tamente com a equação crítica de um reator nuclear cilíndrico, explorando formas de
obtenção da criticidade e do fator de infiltração do reator. Já no capítulo 2 apresentou-se
de forma sucinta o método da Derivada Fracionária. No capítulo 3 foi apresentada a so-
lução da equação por meio do método proposto, comparando com os resultados obtidos
por (PETERSEN CELINA CEOLIN, 2010). E finalmente no capítulo 4 apresentou-se as
conclusões.
0.1 Objetivos
Este trabalho tem por objetivo principal a solução da equação da difusão de nêu-
trons independente do tempo em coordenadas cartesianas com uma fonte de nêutrons na
forma de um plano infinito imerso em um moderador de extensão infinita, pelo método
da derivação fracionária segundo Caputo.
0.1.1 Objetivos Específicos
∙ Comparar resultados com os resultados de outros autores para verificar a eficiência
do método;
∙ Obter o comprimento de difusão térmica;
∙ Deduzir a equação da idade de Fermi;
∙ Examinar o efeito da difusão de nêutrons nas características de multiplicação de
nêutrons de um reator nuclear de tamanho finito;
∙ Solucionar a equação da idade de Fermi pelo método da separação de variáveis;
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∙ Apresentar as condições críticas para um reator térmico para o qual a densidade de
desaceleração do nêutron é determinada pela equação da idade de Fermi;




Um reator nuclear é a fonte mais abundante de nêutrons térmicos, esses são os nêu-
trons que estão em equilíbrio térmico com seu entorno imediato. Eles derivam o nêutron
de fissão rápida no reator que é construído para dissipar sua alta energia inicial através
de inúmeras colisões com outros materiais que são incorporados em um tipo comum de
reator para esta finalidade. (LIVERHANT, 1960)
São os nêutrons térmicos que são utilizados para dar início ao processo de fissão
e possuem energia aproximada de 0,025ev. Esses nêutrons são capazes de fornecer uma
energia de excitação maior que a energia de ativação podendo portanto, produzir fissão.
(LIVERHANT, 1960)
Os reatores que são projetados para que quase todas as fissões de nêutrons ocorram
com nêutrons de energias térmicas são chamados de reatores térmicos.(LIVERHANT,
1960)
1.2 Difusão de Nêutrons
Em um reator nuclear onde há uma agregação de um número muito grande de
nêutrons, a difusão de nêutron - passagem líquida de nêutrons de regiões com densidades
mais altas de nêutrons para regiões com densidades mais baixas - deve desempenhar um
papel significativo no quadro geral do comportamento dos nêutrons. Portanto, a difusão
de nêutrons é uma consequência da densidade não uniforme de nêutrons no conjunto do
reator (LIVERHANT, 1960).
Divide-se, então, os nêutrons presentes em um reator em dois grupos principais,
grupo (i) nêutrons termizados ou térmicos e grupo (ii) nêutrons rápidos que são os nêu-
trons que ainda não atingiram o equilíbrio térmico com o ambiente. Feita esse divisão
é possível descrever o processo de difusão para cada um dos grupos separadamente (LI-
VERHANT, 1960).
A teoria da difusão no estágio pré-térmico ou de desaceleração é mais complexa que
a difusão dos nêutrons no estágio térmico, pois, além de um fluxo de nêutrons no espaço,
também é necessário lidar com um fluxo simultâneo de nêutrons no "espaço de energia".
Assim, é preciso utilizar uma função de distribuição completa para esse tipo de nêutrons,
sendo que, a mesma deve conter uma descrição da dependência espacial e energética da
densidade de nêutrons. A equação completa de difusão que diminui a velocidade que
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realiza isso satisfatoriamente em muitos aspectos é conhecida como equação da idade de
Fermi (LIVERHANT, 1960).
1.2.1 Difusão de Nêutrons Térmicos
Para que esse problema seja simplificado os nêutrons térmicos são tratados como
um grupo monoenergético. Consequentemente, considera-se que todos os nêutrons tenham
a mesma energia média e que não ganhem nem perdam energia durante suas colisões com
os núcleos do moderador (LIVERHANT, 1960).
A densidade de nêutrons 𝑛(𝑟) em um dado ponto 𝑟(𝑥, 𝑦, 𝑧) do moderador será
determinada por três fatores:
1. Taxa de reprodução de nêutrons térmicos por unidade de volume, 𝑄.
2. Taxa de absorção de nêutrons térmicos por unidade de volume, 𝑛𝑣∑︀ 𝑎.
3. Taxa de vazamento ou difusão de nêutrons por unidade de volume, −𝐷 ▽2 𝑛, onde,




e 𝜆𝑡𝑟 é o caminho livre médio de transporte e 𝑣 a velocidade apropriada de nêutrons
para o grupo de nêutrons térmicos. O sinal negativo indica que o processo de difusão
está na direção oposta ao do aumento da densidade de nêutrons. ▽2 é o operador
laplaciano.
A taxa líquida de aumento da densidade de nêutrons, 𝜕𝑛/𝜕𝑡, é determinada pelo
excesso de (1) sobre a soma de (2) e (3). Isto é,
𝜕𝑛
𝜕𝑡




= 𝑄 − (−𝐷 ▽2 𝑛) − 𝑛𝑣
∑︁
𝑎
= 𝑄 + 𝜆𝑡𝑟
𝑣
3 ▽
2 𝑛 − 𝑛𝑣 1
𝜆𝑎
(1.3)
Quando se estabelece um estado estacionário a densidade de nêutrons 𝑛 em qual-
quer ponto dentro do moderador não irá mais variar com o tempo 𝑡. Pode-se, portanto,
dizer que




assim, a produção de nêutrons térmicos é equilibrada pelas perdas combinadas devido ao
vazamento e absorção. Isso ocorre em todos os pontos do moderador, exceto em pontos
muito próximos dos limites do moderador.
A produção de nêutrons térmicos deve ser atribuída principalmente à desacelera-
ção dos nêutrons rápidos, de modo que possa definir 𝑄 igual à densidade de desaceleração
𝑞. Assim, reorganizando os termos da Eq.1.3 e aplicando a 1.4 a equação de estado esta-






Como 𝜑 = 𝑛𝑣 e 𝑣 são assumidos constantes, a equação de estado estacionário






As soluções das Eq.1.5 e 1.6 podem ser encontradas para diversas situações físicas
e agora será apresentado um resumo do procedimento para dois casos simples.
1.2.2 Equação da Difusão de Nêutrons
A difusão de um gás é fisicamente semelhante a do calor, assim, a Eq.1.6 acaba
sendo muito semelhante a equação diferencial básica da condução do calor. Muitas das
soluções dessa equação para diversas condições iniciais e de contorno podem, ser aplicadas
á difusão de nêutrons, com uma interpretação adequada claramente (LIVERHANT, 1960).
No caso será discutido a difusão de uma fonte de nêutrons na forma de um plano
infinito que emite 𝑄 nêutrons térmicos por centímetro quadrado por segundo e que é
imerso em um moderador de extensão infinita conforme apresentado na Fig.2
A coordenadas mais adequada para o tratamento desta situação são as coordenadas
cartesianas com o plano de origem coincidindo com o plano de coordenadas 𝑥 = 0. Como
a fonte se estende até o infinito nas direções x, y e z o fluxo 𝜑 depende somente de 𝑥, e
a equação de estado estacionário 1.6 para regiões que não incluem a fonte ou qualquer





𝜑 = 0 (1.7)
com
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Figura 2 – Difusão de nêutrons da fonte plana. A solução da Equação 1.9 se aplica a
região que não contém a fonte, que está sombreada na figura (LIVERHANT,
1960).
𝐿2 ≡ 𝜆𝑡𝑟𝜆𝑎3 (1.8)
As condições de contorno apropriadas são determinadas pela natureza física da
situação que estipula a possibilidade de 𝜑 se tornar infinito em outro lugar, e estipula
que a força da fonte na origem do sistema de coordenadas é igual à força real da fonte de




ou em termos da densidade de nêutrons 𝑛(𝑥)
𝑛(𝑥) = 3𝑄𝐿2𝜐𝜆𝑡𝑟
𝑒−𝑥/𝐿 (1.10)
1.2.3 O Comprimento de Difusão Térmica
A quantidade 𝐿 introduzida e definida por 1.8 é 3−1/2 vezes a média geométrica
de 𝜆𝑎 e 𝜆𝑡𝑟 e, obviamente, tem a dimensão de um comprimento. No caso de uma fonte
plana de nêutrons, 𝐿 aparece na Eq.1.9 e 1.10 como a distância da fonte na qual o fluxo
de nêutrons é reduzido por um fator de 1/𝑒 é, portanto, neste caso particular, igual ao
comprimento de relaxamento. Assim, 𝐿 é geralmente conhecido como comprimento de
difusão térmica (LIVERHANT, 1960).
Esse comprimento é uma medida da distância da linha aérea que um nêutron
viaja entre o ponto de sua origem como nêutron térmico até o ponto de sua absorção.
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Será sempre menor do que 1, pois mede o zig-zag total que o nêutron viaja antes de sua
absorção final (Fig.3).
Figura 3 – O caminho de zig-zag é 𝜆𝑎 e a linha reta 𝐿 representa o comprimento da difusão
térmica (LIVERHANT, 1960).
Se 𝑁(𝑟) for o número de nêutrons por segundo que penetram uma distância 𝑟 da
fonte sem serem absorvidos, mas não ultrapassam uma distância 𝑟 +𝑑𝑟, pode-se dizer que
𝑁(𝑟) representa o número de absorções de nêutrons por segundo dentro da casca esférica
de espessura 𝑑𝑟 a uma distância 𝑟 da fonte. A distância quadrada total para esse conjunto
de nêutrons é 𝑁(𝑟)𝑟2. A soma de todos os conjuntos que terminam em camadas esféricas
semelhantes à medida que passam de 𝑟 = 0 para 𝑟 = ∞ e a divisão pelo número total de





















Como afirmado anteriormente 𝐿 é uma medida da distância da linha aérea per-
corrida pelo nêutron entre o ponto de sua criação como nêutron térmico e o ponto de sua
absorção. E a relação numérica entre a distancia rms percorrida e 𝐿 é dada por 1.12.
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O comprimento da difusão, também, pode ser medido experimentalmente, e nor-
malmente, é diferente do valor calculado. Isso ocorre pois, as suposições feitas na deriva-
ção da equação de difusão simples são apenas aproximadamente verdadeiras na maioria
dos casos. Assim, valores numéricos confiáveis podem ser obtidos apenas por meio de
uma combinação criteriosa de cálculos teóricos e medições experimentais (LIVERHANT,
1960).
1.2.4 O Travesseiro Exponencial
O comprimento de difusão 𝐿 para um moderador pode ser obtido experimental-
mente a partir de "experimentos exponenciais"usando um "travesseiro exponencial". Este
é descrito como uma coluna retangular construída a partir do material do moderador com
uma de suas faces contendo uma fonte de nêutrons (LIVERHANT, 1960).
O fluxo nessa coluna cai exponencialmente em um direção perpendicular a face
que contém a fonte de nêutron, semelhante a 1.9.
𝜑 ∼ 𝑒−∞/𝐿1 (1.13)
onde 𝐿1 não é o comprimento de difusão propriamente dito mas, uma constante que é
uma combinação do comprimento de difusão 𝐿 para o moderador e a geometria da coluna.












No caso a e b são as dimensões lineares da base retangular da coluna como apresentado
na Fig.4.
Analisando a Eq.1.14 é possível notar que o aumento de a e b diminui a diferença
entre 𝐿 e 𝐿1. Caso a e b aumente infinitamente, tem-se uma fonte infinita de nêutrons
planares, com 𝐿 igual a 𝐿1. Já os dois últimos termos da Eq.1.14 representam termos de
correção que devem ser aplicados quando se usa uma fonte não infinita (LIVERHANT,
1960).
A medição do fluxo na direção x é medida pela inserção de folhas de absorvedores
de nêutrons, geralmente folhas de indium, dispostas em fendas a várias distâncias da face
onde se encontra a fonte e determinando a atividade induzida na folha após períodos
conhecidos de irradiação (LIVERHANT, 1960).
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Figura 4 – Coluna térmica. A fonte de nêutrons esta contida na face a, b (LIVERHANT,
1960).
1.2.5 Difusão Rápida de Nêutrons e a Equação da Idade de Fermi
Agora a difusão de nêutrons durante o estágio pré-térmico sera tratada. Durante
esta fase, os nêutrons não podem ser considerados como um conjunto de nêutrons monoe-
nergéticos, pois, devido a desaceleração sofrem consideráveis mudanças de energia durante
a difusão (LIVERHANT, 1960).
Para nêutrons que se encontram na região de desaceleração de energia, a densidade
de nêutrons por intervalo de energia 𝑛(𝐸), depende da diferença entre a densidade de
desaceleração 𝑞(𝐸 +Δ𝐸) no intervalo de energia Δ𝐸 e a densidade de desaceleração 𝑞(𝐸)
fora desse intervalo (LIVERHANT, 1960).
Como mencionado anteriormente, para simplificar os cálculos, assume-se uma
perda contínua de energia para um nêutron mais lento em vez de se trabalhar com o
processo descontínuo real, em que um nêutron perde sua energia em quantidades finitas
após uma colisão. Este procedimento implica a suposição de um grande número de colisões
para um nêutron entre o tempo de sua criação como um nêutron rápido e o tempo em
que atinge a energia térmica. Implica, também, a suposição de um caminho livre médio
entre colisões, 𝜆𝑠, que é essencialmente constante (LIVERHANT, 1960).
Agora tratando-se do balanço de nêutrons na região de desaceleração da energia
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para um material moderador no qual não há absorção de nêutrons (∑︀𝑎 = 0) nem há
nêutrons sendo criados, isto é, a fonte de nêutron 𝑄 = 0.
Se o processo for iniciado com um volume unitário de moderador, no qual, inicial-
mente existe 𝑛 nêutrons com energias 𝐸 e 𝐸 + Δ𝐸, presume-se que os únicos processos
físicos que podem causar a mudança de 𝑛 seja (i) difusão de nêutrons dentro ou fora do
volume unitário, (ii) desaceleração dos nêutrons no intervalo de energia Δ𝐸 e fora dele
(LIVERHANT, 1960).
Como um estado estacionário deve prevalecer, de modo que o número de nêutrons
no volume unitário e no intervalo de energia dados permaneçam constantes, o número
de nêutrons difundindo-se fora do volume deve ser compensado por um número igual de
nêutrons diminuindo e permanecendo no intervalo de energia Δ𝐸. Assim, o vazamento
de nêutrons por difusão ao longo da coordenada espacial é compensado por um excesso
de nêutrons que flui para o intervalo de energia Δ𝐸 ao longo da coordenada de energia
(LIVERHANT, 1960).
Então, a taxa de difusão de nêutrons é
−𝐷 ▽2 𝑛 = −𝜆𝑡𝑟𝜐3 ▽
2 𝑛 (1.15)
O número de nêutrons que desacelera no intervalo de energia Δ𝐸 o restante é dado pelo
excesso de nêutrons que fluem para Δ𝐸 sobre o número de nêutron deixando-o.
𝑞(𝐸 + Δ𝐸) − 𝑞(𝐸) = 𝜕𝑞
𝜕𝐸
Δ𝐸 (1.16)
Relacionando a Eq.1.15 e 1.16
𝜕𝑞
𝜕𝐸

































𝑑𝜏 ; 𝜏(𝐸0) = 0 (1.22)




Assim, obtêm-se a equação da idade de Fermi onde a variável 𝜏 é a idade de Fermi
ou idade dos nêutrons.
É observado a partir de 1.21 que as dimensões de 𝜏 são de (𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜)2. No
caso 𝜏 é análoga a variável de tempo na equação da condução de calor em estado não
estacionário, com 𝑞 ocupando o lugar da temperatura e, portanto, as soluções da equação
da idade de Fermi são idênticas as soluções da equação de calor para as condições de
contorno correspondentes.
No entanto, é importante ter em mente que a equação da idade de Fermi não
contém a variável do tempo explicitamente, o que a caracteriza como uma equação inde-
pendente do tempo ou de estado estacionário.
1.3 Equação Crítica
Nesta seção será examinado o efeito da difusão de nêutrons nas características de
multiplicação de nêutrons de um reator nuclear de tamanho finito.
O fluxo de nêutrons térmicos é máximo próximo ao centro do reator nuclear e vai
atenuando de acordo com que se aproxima das paredes do mesmo, como mostra a Fig. 5. O
fluxo rápido de nêutrons apresenta um comportamento semelhante em direção as bordas
do reator, isso ocorre porque um fluxo térmico mais baixo leva a uma taxa de fissão baixa,
assim, tem-se uma taxa reduzida de produção de nêutrons rápidos (LIVERHANT, 1960).
Deste modo, sempre haverá uma difusão de nêutrons do centro paras as bordas do
reator, onde eles escaparam e serão perdidos para a montagem nuclear, o que caracteriza
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Figura 5 – Variação do fluxo através do reator. (LIVERHANT, 1960)
o efeito conhecido como vazamento de nêutrons. Como esse efeito é desvantajoso para o
funcionamento de um reator busca-se sempre reduzi-lo, essa redução pode ser realizada
pelo emprego de um refletor de nêutrons que envolve o núcleo ativo do reator e que
reflete ou dispersa os nêutrons que tentam escapar de volta para o núcleo. A eficiência
deste refletor é medida por meio de seu albedo que é descrito como a fração de nêutrons
refletida de volta ao núcleo do reator de todos os nêutrons que foram incididos no refletor,
isto é, a proporção de nêutrons refletidos em relação aos incidentes (LIVERHANT, 1960).
De posse dessas informações a seguir será examinado as condições de estado esta-
cionário de um reator finito sem refletor (também conhecido como reator nu) onde uma
taxa constante de fissões de nêutrons fornece uma fonte constante de nêutrons térmicos
para equilibrar as perdas de nêutrons devido a: (i) absorção e (ii) vazamento. Reatores
que operam nessas condições de equilíbrio entre perda e produção de nêutrons possui o
chamado tamanho crítico, que o caracteriza como um reator crítico (LIVERHANT, 1960).
Para reatores nestas condições, uma relação entre suas propriedades geométricas e
as propriedades do material do conjunto pode ser mantida o que resulta em um equação
crítica que será obtida a seguir.
Primeiramente, assume-se uma montagem homogênea, porém, todo o raciocínio
aqui desenvolvido também poderá ser aplicado a uma montagem heterogênea, onde, sua
célula unitária é muito menor que as dimensões críticas do reator. Ao realizar esse tipo
de consideração automaticamente as depressões locais na densidade do fluxo que ocorrem
no local dos nódulos de combustível são desprezadas e apenas a variação em larga escala
do fluxo através da extensão linear do reator é considerada (LIVERHANT, 1960).
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1.3.1 Equação de Difusão Aplicada em Reator Térmico
Utilizando as considerações apresentadas anteriormente, pode-se deduzir a equação
crítica para todos os tipos de reatores, homogêneos ou heterogêneos.






onde a fonte de nêutrons térmicos é representada pela densidade de desaceleração q.
Isto é uma função das coordenadas espaciais r e da idade de nêutrons 𝜏 , de modo
que a taxa de fornecimento de nêutrons térmicos em um dado local do reator pode ser
obtida através do valor de q para uma idade de nêutrons 𝜏 = 𝜏𝑡é𝑟𝑚𝑖𝑐𝑎 = 𝜏0.
O primeiro passo, portanto, é encontrar o valor de 𝑞𝑡é𝑟𝑚𝑖𝑐𝑜 para ser aplicado na





1.3.2 Fonte Térmica de Nêutrons Obtida da Equação da Idade de Fermi
Como a equação a ser solucionada é uma equação diferencial parcial (EDP) suas
soluções podem ser obtidas pelo método da separação de variáveis. Assim, supõe-se que a
solução pode ser escrita como um produto das duas funções 𝑅(𝑟) e 𝑇 (𝜏), onde a função 𝑅
depende apenas das coordenadas espaciais 𝑟 e a função 𝑇 depende somente de 𝜏 . Sendo
assim, as variáveis 𝑟 e 𝜏 são consideradas separáveis e pode-se definir
𝑞(𝑟, 𝜏) = 𝑅(𝑟)𝑇 (𝜏) (1.26)
Tomando as segundas derivadas com relação apenas as coordenadas espaciais,
▽2𝑞 = 𝑇 (𝜏) ▽2 𝑅 (1.27)






Substituindo a Eq.1.27 e 1.28 na Eq.1.25,
𝑇 (𝜏) ▽2 𝑅 = 𝑅(𝑟)𝜕𝑇
𝜕𝜏









Ambos os lados da Eq.1.29 são independentes das variáveis do outro lado. Como










Reescrevendo a Eq. 1.31
▽2𝑅 + 𝛽2𝑅 = 0 (1.32)
Para esse tipo de equações temos uma solução da forma
𝑇 = 𝑇0𝑒−𝛽
2𝜏 (1.33)
onde 𝑇0 é o valor de 𝑇 inicialmente, quando 𝜏 = 0. Como q diminui com o aumento da
idade devido às perdas de nêutrons, 𝑇 < 𝑇0, de modo que 𝛽2 deve ser um número real e
positivo.
A densidade de desaceleração no início do processo de desaceleração, 𝑞0, a partir
1.26 é
𝑞0 = 𝑅(𝑟)𝑇 (0)
= 𝑅(𝑟)𝑇0 (1.34)
Pode-se expressar a mesma quantidade 𝑞0 em termos das propriedades físicas da
montagem, uma vez que os símbolos matemáticos estão relacionados e representam eventos
físicos definidos e específicos que estão ocorrendo no reator.
O número de nêutrons por centímetro cúbico por segundo disponível para desace-
leração é dado pela taxa de produção de nêutrons de fissão. Essa taxa é igual a 𝜀𝑓𝜂 por
nêutron térmico absorvido.
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Então, a taxa de absorção térmica de nêutrons por centímetro cúbico do reator é
𝜑
∑︀






Essa, também, é a taxa por centímetro cúbico no qual os nêutrons rápidos se














substituindo 𝑞0 na Eq.1.35




Por fim, esta é a solução esperada da equação da idade de Fermi, despesando
qualquer absorção de nêutrons durante o estágio pré-térmico. Porém, como ainda há uma
certa quantidade de absorção de nêutrons durante a desaceleração quando se usa urânio,
essa parcela tem que aparecer nos cálculos. Sendo assim, é feita uma correção por meio
da multiplicação da Eq.1.36 por p. Deste modo, obtêm-se a solução para equação com a
presença de absorção durante a desaceleração
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Agora esse é o termo apropriado para ser usado na equação de estado estacionário






𝜑 = 0 (1.38)





1.3.3 Equação Crítica e Flambagem do Reator
Ainda usando a Eq.1.25 é possível mostrar que o valor numérico da constante 𝛽2
depende e é determinado pela distribuição do fluxo de nêutrons no interior do reator.





















2𝜏 (▽2𝜑 + 𝛽2𝜑) = 0
ou apenas,
▽2𝜑 + 𝛽2𝜑 = 0 (1.42)
Com a distribuição de fluxo térmico 𝜑(𝑟) através do reator depende do tamanho,
forma e geometria geral da montagem, o valor de 𝛽2 é determinado pela geometria do





Devido sua ligação com a geometria do conjunto nuclear a constante 𝛽2 é chamada
de flambagem geométrica e geralmente é especificada por 𝛽2𝑔 .
O termo "flambagem"é explicado pela segunda derivada de 𝜑 dividida pela própria
função 𝜑, que descreve a curvatura, flexão ou flambagem do fluxo de nêutrons.
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Combinando as equações 1.42 e 1.39 obtêm-se um resultado importante
𝑘∞𝑒
−𝛽2𝜏
1 + 𝐿2𝛽2 = 1 (1.44)





1 + 𝐿2𝛽2 (1.45)
A Eq.1.44 é uma equação transcendental para 𝛽2 e determina 𝛽2 em termos das
propriedades físicas dos materiais do reator através de 𝑘∞, 𝜏 e 𝐿2. O valor numérico
de 𝛽2 como definido pela equação, é chamado de flambagem do material do reator e é
denominado mais especificamente por 𝛽2𝑚.
Quando o reator em estudo é classificado como crítico, como foi assumido ante-
riormente, a flambagem geométrica 𝛽2𝑔 é igual a flambagem 𝛽2𝑚. Essa suposição foi feito
quando as Eq.1.42 e 1.39 foram combinadas.
O valor numérico de 𝛽2 em 1.42 para diferentes formas/geometrias de reatores é
encontrado por meio de ▽2, o Laplaciano, nas coordenadas mais adequadas e apropriadas,
dependendo da forma do reator em estudo e resolvendo a equação diferencial resultante,
sujeita as condições de contorno que se aplica ao caso em estudo. Geralmente, a escolha
de 𝛽2 que satisfaz os requisitos matemáticos de 1.42 não é única, mas, o menor valor
numérico 𝛽2 que satisfaz a 1.42 é o que possui significado físico para o problema. Assim,
esse é o valor numérico interessado em se obter.
A partir de 1.47 é possível observar que a constante 𝛽2 tem as dimensões de uma
área recíproca dada em 𝑐𝑚−2, pois 𝛽2𝜏 e 𝐿2𝛽2 devem ser números puros.
Os valores de 𝛽2 também mostram que o aumento das dimensões geométricas de
um reator crítico faz com que o valor numérico da flambagem geométrica -𝛽2𝑔 - diminua.
Contudo, o aumento do tamanho do reator além de seu tamanho crítico resulta em um
ganho maior de 𝑘𝑒𝑓𝑓 que a unidade. Por outro lado, a flambagem do material -𝛽𝑚2- depende
apenas das propriedades do material do conjunto e não muda com o tamanho do reator.
Deste modo, pode-se concluir que para um reator supercrítico (𝑘𝑒𝑓𝑓 > 1) 𝛽𝑚2 deve ser
maior que 𝛽2𝑔 .
Seguindo essa linha, pode-se dizer que uma redução no tamanho que torna o reator
subcrítico (𝑘𝑒𝑓𝑓 < 1), faz com que o 𝛽2𝑔 aumente sem causar alterações em 𝛽𝑚2, assim,
tem-se 𝛽2𝑔 maior do que 𝛽𝑚2.
Resumindo as condições críticas para um reator térmico para o qual a densidade
de desaceleração do nêutron é determinada pela equação da idade de Fermi, tem-se as
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três relações a seguir:




1 + 𝐿2𝛽2 (1.47)
= 1 (1.48)
𝛽2𝑔 = 𝛽2𝑚 (1.49)
1.3.4 Fatores de Infiltração
Em discussões anteriores a cerca do vazamento de nêutrons os fatores de infiltra-
ção 𝐼𝑓 e 𝐼𝑡ℎ foram introduzidos pela Eq.1.50. Esses fatores podem estar relacionados às
propriedades do material da montagem de maneira direta.
𝑘𝑒𝑓𝑓 = 𝑘∞𝑙𝑓 𝑙𝑡ℎ (1.50)
Para chegar a esses resultados, utiliza-se a equação de estado estacionário 1.38 e












sendo que, o significado físico dos termos é o mesmo apresentado anteriormente.
No termo de produção (lado direito),∑︀𝑎 𝜑 é a taxa de absorção térmica de nêutrons
por 𝑐𝑚3 e se multiplicada por 𝑘∞, é obtido a taxa de nêutrons de fissão produzidos por
𝑐𝑚3. Para um reator de tamanho infinito, todos esses nêutrons sobreviveriam através do
estágio de desaceleração atingiriam as energias térmicas. Como o reator em análise é finito,
não espera-se que todos esses nêutrons permaneçam dentro da montagem, pois, alguns
deles irão atingir os limites do sistema e vazarão para o exterior. Assim, a probabilidade de




−𝛽2𝜏 , sobre o máximo possível para uma reator infinito, 𝑘∞
∑︀
𝑎 𝜑. Então,
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= 𝑒−𝛽2𝜏
Essa é a fração de nêutrons rápidos que não vaza do conjunto durante a desaceleração e
atinge as energias térmicas. Deste modo,
𝑙𝑓 = 𝑒−𝛽
2𝜏 (1.52)
O lado esquerdo da 1.51 representa a taxa na qual os nêutrons térmicos desapa-
recem do reator. Sendo assim, define-se que o fator de vazamento térmico é a fração de
nêutrons térmicos que desaparece a cada segundo por 𝑐𝑚3 através da difusão em compa-
ração com todas as causas de desaparecimento de nêutrons térmicos. Sendo assim, a taxa
de difusão térmica é dada por
Fator de vazamento térmico =
−13𝜆𝑡𝑟 ▽
2 𝜑
−13𝜆𝑡𝑟 ▽2 𝜑 +
∑︀
𝑎 𝜑
Assim, o Fator térmico de não fuga = 1 - fator de vazamento térmico
ou seja,
𝑙𝑡ℎ = 1 −
−13𝜆𝑡𝑟 ▽
2 𝜑






−13𝜆𝑡𝑟 ▽2 𝜑 +
∑︀
𝑎 𝜑
Usando a Eq.1.46 para substituir ▽2𝜑 e ∑︀𝑎 por 1/∑︀𝑎, tem-se
𝑙𝑡ℎ =
1
1 + 𝜆𝑡𝑟𝜆𝑎3 𝛽2
= 11 + 𝛽2𝐿2 (1.53)
Os fatores 1.52 e 1.53 aparecem na equação de criticidade 1.47 da mesma forma,
para que seja possível obter
𝑘𝑒𝑓𝑓 = 𝑘∞𝑙𝑓 𝑙𝑡ℎ =
𝑘∞𝑒
−𝛽2𝜏
1 + 𝐿2𝛽2 (1.54)
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1.3.5 Criticidade
Como 𝛽2 está relacionado às dimensões do reator nuclear, de modo que, para
grandes reatores esse valor se torna muito pequeno o que permite uma expansão do termo
exponencial. Caso o termo 𝜏 também, seja pequeno, omite-se os termos que exigem valores







𝑒𝛽2𝜏 (1 + 𝐿2𝛽2)
= 𝑘∞1 + 𝛽2(𝐿2 + 𝜏) (1.55)
O valor de 𝐿2 + 𝜏 é indicado por 𝑀2 e é conhecido como a área de migração e 𝑀
como comprimento de migração. Logo a Eq.1.55 se torna,
𝑘𝑒𝑓𝑓 =
𝑘∞
1 + 𝛽2𝑀2 = 1 (1.56)
1.3.6 Tamanho Crítico e Flambagem Geométrica
Flambagem geométrica foi definida na seção 2.3, como o menor valor de 𝛽2 que
satisfaz a Eq.1.46 para um fluxo de nêutrons em um reator crítico. Essa equação é conhe-
cida em outros ramos da física como equação da onda e é possível obter suas soluções por
meio do Laplaciano nas variáveis que melhor se adequam a situação física em estudo, no
caso, um reator nuclear crítico, selecionando a solução que está em conformidade com as
condições de contorno que se aplicam no caso.
Uma condição de contorno natural e óbvia para o caso de reatores nucleares é a
nulidade do fluxo de nêutrons nas paredes do reator. Essa condição pode ser assumida,
por mais, que exija uma correção que será abordada na próxima sessão.
Os reatores nucleares podem ter vários formatos distintos, desde paralelepípedos, a
uma esfera ou cilindro. Assim, é necessário utilizar um sistemas de coordenadas adequado
para cada formato, essas coordenadas podem ser cartesianas, esféricas ou cilíndricas. No
caso, apenas os reatores cilíndricos serão tratados e analisados, uma vez, que todos as
deduções são bastante parecidas mudando apenas o sistema de coordenadas.
A Eq.1.46 e a solução apropriada para o sistema de coordenadas cilíndricas estão
apresentados a seguir, assim como, a comparação da distribuição de fluxos para os três
formatos citadas é mostrada na Fig.6.
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Cilindro de altura H e raio R:
Coordenadas cilíndricas (Fig.7) e simetria cilíndrica:
























onde 𝐽0 é a função de Bessel de ordem zero e 𝛼 é a menor raiz, 𝛼 = 2, 405.
Figura 6 – Distribuição de fluxo ao longo de uma linha através do centro de um reator
nu e paralelo a um lado para o paralelepípedo, e em uma direção radial para
o cilindro e esfera. (LIVERHANT, 1960)
Substituindo a solução na Eq.1.46 pode-se encontrar a flambagem geométrica 𝛽2
para um reator cilíndrico com dimensões qualquer.
Como, o cilindro possui mais de um parâmetro para determinar o seu volume há
varias maneiras de se determinar o valor de 𝛽2. Uma vez que, esse conjunto particular
de parâmetros fornece o volume mínimo crítico, assim, é a escolha desses parâmetros que
determina a quantidade mínima de material necessário para tornar o reator crítico.
Deste modo, será determinado o volume crítico mínimo para um cilindro (Fig.7).
Primeiramente, é necessário encontrar a flambagem em termos dos parâmetros do








onde 𝑘 = 𝛼
𝑅
(𝛼 = 2, 405)
Derivando a equação anterior em relação a r, tem-se




































































Figura 7 – Sistema de coordenadas adequado para uma montagem cilíndrica. As coorde-
nadas são as coordenadas do cilindro r, z e 𝜃. (LIVERHANT, 1960)
Assim, pode-se mostrar que para a função de Bessel a expressão entre colchetes é













Para se obter o menor volume crítico do cilindro, é necessário minimizar seu volume








= 𝜋(2, 405)2 3𝐻


















1.3.7 Correção do Comprimento da Extrapolação
A distribuição de fluxo de nêutrons, dada pelas expressão 1.59 para o reator em
formato cilíndrico consideram nulo o fluxo de nêutrons nas paredes do reator, de acordo
com as condições de contorno postuladas anteriormente.
A suposição que o fluxo seja zero na fronteira é apenas uma aproximação utilizada
em reatores nucleares. Porém, o fluxo nêutrons em um limite entre um moderador onde
a difusão de nêutrons está ocorrendo e o ar não poder ser estritamente zero, pois, sempre
haverá um fluxo oriundo do vazamento de nêutrons do moderador através do limite pra
o ar.
Deste modo, ao se resolver a equação diferencial 1.46 para um reator de qualquer
forma o mais correto seria usar como condição de contorno para o fluxo de nêutrons a
condição 𝜑 = 𝜑0, onde 𝜑0 é um pequeno mas, existente fluxo de nêutrons presente na
fronteira. O valor 𝜑0 dependerá então, da forma do reator e geralmente é diferente em
cada caso.
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No entanto, em vez de trabalhar com 𝜑0 é muito mais conveniente utilizar uma
condição de contorno para o qual o fluxo de nêutrons é nulo e reconciliar o fato experi-
mental de fluxo diferente de zero na fronteira com a suposição matematicamente desejável
e conveniente de fluxo zero. Assim, usa-se um limite hipotético a uma distância d além
do limite físico real do reator, onde d é determinado por uma extrapolação linear do fluxo
de nêutrons a partir de um ponto próximo ao limite do reator (Fig.8).
Figura 8 – Correção da distância de extrapolação. (LIVERHANT, 1960)
Essa distância além do limite físico é chamada de distância de extrapolação ou
aumento. A teoria de transportes leva a um valor numérico para essa distância dado por
𝑑 = 0, 71𝜆𝑡𝑟
= 0, 71 𝜆𝑠1 − (2/3𝐴) (1.63)
Essa extrapolação não corresponde a uma condição física do sistema, mas é utili-
zada como um dispositivo matemático para se obter uma condição de contorno conveniente
para a solução da equação de difusão.
Ao introduzir a distância extrapolada, consequentemente as dimensões críticas
obtidas nos cálculos de tamanho crítico não serão as dimensões físicas do material, mas,
incluem o aumento da distância d, como mostrado na Fig.9.
Para se obter as dimensões físicas, a distância extrapolada d deve ser subtraída de
cada limite de vácuo do moderador, como apresentado na Fig.9.
Caso R seja a distância crítica obtida a partir da equação de difusão, e 𝑅𝑚 a
distância corrigida do material, então
2𝑅𝑚 = 2𝑅 − 2𝑑
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Figura 9 – Limite extrapolado. (LIVERHANT, 1960)
Logo,
𝑅𝑚 = 𝑅 − 0, 71𝜆𝑡𝑟
𝑅𝑚 = 𝑅 − 0, 71
𝜆𝑆
1 − (2/3𝐴) (1.64)
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2 Método da Derivada Fracionária
Para que a derivada fracionária possa ser definida e aplicada se faz necessário
exploração algumas funções que ajudarão a construir o conhecimento necessário para o
desenvolvimento da derivada fracionária.
2.1 Função Gamma
A função Gamma (Γ) é conhecida como uma das funções mais importantes na
matemática. Essa foi apresentada pela primeira vez pelo matemático Euler em 1730, como
resultado de uma pesquisa sobre uma forma de interpolação do fatorial de um número.
Mais futuramente foi estudada por diversos outros matemáticos, mas, foi Adrian Marie






Sendo que, a Eq.2.1 só tem significado para 𝑥 > 0, isto é,
Γ𝑛+1 = 𝑛Γ(𝑛) → Γ𝑛+1 = 𝑛! 𝑛 ∈ 𝑍+ (2.2)
Figura 10 – Função Gamma (RAMÍREZ, 2015).
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2.1.1 Exemplo
Utilizando a definição da função gamma apresentada anteriormente foi calculado
























A função Beta foi introduzida pela primeira vez por Euler e também é conhecida




𝑡𝑝−1(1 − 𝑡)𝑞−1𝑑𝑡 (2.3)
onde q, p ∈ ℜ. E apresenta as seguintes propriedades:
1. Comutatividade
𝛽(𝑞, 𝑝) = 𝛽(𝑝, 𝑞)
2. Relação entre função beta e gamma
𝛽(𝑞, 𝑝) = Γ(𝑞)Γ(𝑝)Γ(𝑞 + 𝑝)
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Introduzindo as coordenadas polares no plano 𝑢 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 e 𝑣 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 onde o jaco-
























𝛽(𝑞, 𝑝) = Γ(𝑞)Γ(𝑝)Γ(𝑞 + 𝑝)
3. Outras formas de acordo com a transformação




Demonstração: Pode-se representar a função beta da seguinte forma




Introduzindo a mudança de 𝑡 = 𝑐𝑜𝑠2𝜃, segue que




Como (𝑠𝑒𝑛𝜃)2𝑞−2 = 1 − 𝑡 e 𝑠𝑒𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑑𝑡 = 𝑑𝑐𝑜𝑠2𝜃/𝑑𝜃
Tem-se que,




2.3 Função de Mittag-Leffler
A função de Mittag-Leffler é conhecida como uma generalização da função expo-
nencial. Essa função conforme introduzida por Leffler é uma função complexa que depende






Γ(𝛼𝑘 + 1) (2.5)
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o que permite-se afirmar que a função de Mittag-Leffler admite, como caso particular, a
função exponencial.
2.3.1 Função de Mittag-Leffler de Dois Parâmetros
A função de Leffler de dois parâmetros,𝐸𝛼,𝛽(𝑡) foi introduzida por Wiman e é uma
função complexa que depende de dois parâmetros complexos, 𝛼 e 𝛽, onde 𝑅𝑒(𝛼), 𝑅𝑒(𝛽) >





Γ(𝛼𝑘 + 𝛽) (2.6)
onde 𝛼 e 𝛽 > 0 para que a função não divirja. Quando 𝛽 = 1 a Eq.2.6 se reduz a função
de Mittag-Leffler de um parâmetro, ou seja,
𝐸𝛼,1(𝑡) = 𝐸𝛼(𝑡)
















































Como a série geométrica é dada por
1

















2.4 Derivada Fracionária Segundo Caputo
A derivada fracionária segundo Caputo é uma integral de ordem arbitrária de uma
derivada de ordem inteira. Sejam 𝛼 ∈ 𝐶 e 𝑛 = [𝑅𝑒(𝛼)] + 1 o operador 𝐷𝛼* 𝑓(𝑡) definido
por
𝐷𝛼* 𝑓(𝑡) := 𝐽𝑛−𝛼𝐷𝑛𝑓(𝑡)
é chamado de operador diferencial de Caputo de ordem 𝛼 (OLIVEIRA et al., 2014).
Definição: As derivadas fracionária de Caputo de ordem 𝛼 ∈ 𝐶, a esquerda e á
direita são definidas, respectivamente, por 𝐶𝑎 𝐷𝛼𝑡 𝑓(𝑡) = 𝑎𝐽𝑛−𝛼𝑡 𝐷𝑛𝑓(𝑡) = (−1)𝑛𝐽𝑛−𝛼𝑏 𝐷𝑛𝑓(𝑡)




















(𝑢 − 𝑡)𝛼−𝑛+1 𝑑𝑢 (2.8)
onde, 𝛼 ∈ 𝑅*+, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 e 𝐷𝑛[𝑓(𝑢)] =
𝑑𝑛𝑓(𝑢)
𝑑𝑢𝑛
é a derivada n de ordem inteira, As derivadas
de Caputo são válidas para 𝛼 ∈ 𝐶, no entanto, aqui será considerado apenas 𝛼 ∈ 𝑅.
Demonstração: A derivada fracionária segundo Caputo da função potência, com
𝛼 ∈ 𝑅 é dada por





(𝑡 − 𝑢)𝛼−𝑛+1 𝑑𝑢
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Então,
𝐷𝛼[𝑡𝑘] = 1Γ(𝑛 − 𝛼)
∫︁ 𝑡
0
𝑘(𝑘 − 1)...(𝑘 − 𝑛 + 1)𝑢𝑘−𝑛
(𝑡 − 𝑢)𝛼−𝑛+1 𝑑𝑢




Realizando a troca de variáveis 𝑢 = 𝑡𝑦 e assumindo 𝑡 = 1, tem-se que,
𝐷𝛼[𝑡𝑘] = Γ(𝑘 + 1)Γ(𝑛 − 𝛼)Γ(𝑘 − 𝑛 + 1)
∫︁ 1
0
[𝑦𝑘−𝑛(1 − 𝑦)𝑛−𝛼−1𝑑𝑦]𝑡𝑘−𝑛 · 𝑡 · 𝑡𝑛−𝛼−1
Assim,
𝐷𝛼[𝑡𝑘] = Γ(𝑘 + 1)Γ(𝑛 − 𝛼)Γ(𝑘 − 𝑛 + 1)𝛽(𝑘 − 𝑛 + 1, 𝑛 − 𝛼)𝑡
𝑘−𝛼
Como a função beta para 𝑘 −𝑛+1 é 𝛽(𝑘 −𝑛+1, 𝑛−𝛼) = Γ(𝑘−𝑛+1)Γ(𝑛−𝛼)Γ(𝑘−𝛼+1) , obtêm-se
a derivada fracionária segundo Caputo.
𝐷𝛼[𝑡𝑘] = Γ(𝑘 + 1)Γ(𝑘 − 𝛼 + 1) 𝑡
𝑘−𝛼 (2.9)
2.4.1 Exemplo
Para 𝛼 = 1/2:
Aplicando a Eq.2.9, tem-se
𝐷1/2[𝑡2] = Γ(3)Γ(5/3) 𝑡
3/2
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3 Resultados e Discussões
Nesta seção a equação da difusão de nêutrons bidimensional será analisada e re-
solvida pelo método da derivação fracionária proposta por Caputo. Como apresentado
na seção 1.2.1 os nêutrons térmicos são tratados como um conjunto monoenergético com
energia constante durante as colisões com os núcleos do moderador.
A partir disso a equação foi obtida considerando uma fonte de nêutrons na forma
de um plano infinito imerso em um moderador de extensão infinita. Como se trata de um












− 𝜔2𝜑 = 0 (3.2)
Colocando a equação na forma da derivada fracionária, a Eq.3.2 fica na forma
𝑑𝛼𝜑
𝑑𝑥𝛼
− 𝜔𝛼𝜑 = 0 (3.3)
onde 𝛼 é o parâmetro da derivada fracionária, isto é, a ordem de derivação.







− 𝜔𝛼𝐿 {𝜑} = 0 (3.4)
Assim,
𝑠𝛼𝜑(𝑠) − 𝑠𝛼−1𝜑(0) − 𝑠𝛼−2𝜑′(0) − 𝜔𝛼𝜑(𝑠) = 0 (3.5)
Reorganizando os termos
𝜑(𝑠)(𝑠𝛼 − 𝜔𝛼) = 𝑠𝛼−1𝜑(0) + 𝑠𝛼−2𝜑′(0)
tem-se a transformada de Laplace,
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𝜑(𝑠) = 𝑠
𝛼−1
(𝑠𝛼 − 𝜔𝛼) 𝜑(0) +
𝑠𝛼−2
(𝑠𝛼 − 𝜔𝛼) 𝜑
′(0) (3.6)
Agora aplica-se a transformada de Laplace da função de Mittag-Leffler apresentada









Aplicando a transformada de Mittag-Leffler na Eq.3.6
𝜑(𝑥) = 𝜑(0)𝐸𝛼,1(𝜔𝛼𝑥) + 𝜑′(0)𝐸𝛼,2(𝜔𝛼𝑥) (3.8)
Essa é a solução para equação da difusão de nêutrons bidimensional utilizando a
derivada fracionária segundo Caputo definiu.
Para que seja possível realizar uma análise gráfica desta solução, a fim de encontrar
algum significado físico, é necessário obter um comprimento de difusão 𝐿 arbitrário. A
seção 1.2.3 apresentou detalhes a cerca desse assunto explicitando uma maneira de se
encontrar 𝐿. Deste modo, será exposto a seguir o passo a passo da obtenção de 𝐿 para
nêutrons térmicos em grafite utilizando 𝜎𝑎 = 3, 2𝑚𝑏; 𝜎𝑠 = 4, 8𝑏𝑎𝑟𝑛𝑠; 𝜌 = 1, 62𝑔/𝑐𝑚3.
Como ∑︀𝑎 = 𝑁0𝜎𝑎 e ∑︀𝑠 = 𝑁0𝜎𝑠, tem-se que
∑︁
𝑎
= 6, 02 × 1023 1, 6212 × 3, 2 × 10
−27









= 6, 02 × 1023 × 1, 6212 × 4, 8 × 10
−24
= 0, 415 𝑐𝑚−1








1 − 2/3𝐴 =
2, 40
1 − 236









3840 × 2, 543
)︂1/2
= 57, 2 𝑐𝑚
ou
= 0, 572 𝑚
De posse do comprimento de difusão e utilizando as condições de contorno, gerou-
se os gráficos apresentados em 11 e 12.
Como pode-se observar há um pico na curva antes de ocorrer uma atenuação.
Isso se relaciona diretamente com uma colisão de um fluxo de nêutrons com os núcleos do
moderador. Onde, no momento do choque há um pico de energia e após ele uma atenuação
relacionada a dispersão de energia que ocorre após a colisão. Uma vez que, no momento em
que o fluxo de nêutrons encontra um núcleo ele libera uma energia de aproximadamente
200 meV e depois desse choque ocorre a fissão e não há mais liberação de energia, o que
mostra o comportamento de decaimento presente nos gráficos produzidos.
Esse é o comportamento observado em reatores térmicos onde há o emprego de
nêutrons térmicos no processo de fissão. No caso, os gráficos apresentam o resultado
esperado, isto é, fluxo máximo no início da placa e tendendo a zero no final, satisfazendo
as condições de contorno. Como o observado por (PETERSEN CELINA CEOLIN, 2010).
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Figura 11 – Comportamento da solução, com 𝛼 = 1, 75.
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Neste trabalho foi apresentado uma solução analítica para a equação de difusão
de nêutrons. Como o caráter analítico da solução, diminui o erro referente ao método
de solução da equação associada ao modelo, pode-se realizar uma melhor avaliação dos
resultados e validação do modelo físico, tendo em vista o pequeno erro associado a eles.
Devido aos bons resultados obtidos na aplicação do método pode-se inferir que
essa técnica pode ser usada para solução da equação, em diversas geometrias de reatores
com fonte de nêutrons rápidos ou térmicos. Por ser um modo de abordagem de solução
totalmente novo é importante salientar a necessidade de se avaliar a validade da equação
em situações atípicas.
Os bons resultados aqui encontrados só ressalta a importância deste trabalho e
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